
Θεματική Ενότητα ΚΦΕ51  2012/13   Εργασία2η & Λύσεις 
" Κίνηση, Δομική Συγκρότηση και Βασικές Αλληλεπιδράσεις της Ύλης " 

1ο. Θέμα Μόρια  25 
a. Μια ακτίνα φωτός εκπέμπεται με γωνία φ′ σε σχέση με τον άξονα x′ του συστήματος ανα-

φοράς ενός πυραύλου που κινείται με ταχύτητα u. Δείξτε ότι η γωνία 𝜑 που σχηματίζει η δι-
εύθυνση της ακτίνας φωτός σε σχέση με τον άξονα 𝑥 του συστήματος αναφοράς του εργασ-
τηρίου δίνεται από την εξίσωση (c=1) 

cos𝜑 =
cos𝜑′ + 𝑢

1 + 𝑢 cos𝜑′
 

Τώρα θεωρήστε ένα σωματίδιο σε ακινησία στο σύστημα αναφοράς του πυραύλου, το οποίο 
εκπέμπει ομοιόμορφα φως προς όλες τις κατευθύνσεις. Θεωρήστε ότι το 50% αυτού του 
φωτός το οποίο κατευθύνεται προς το μπροστινό ημισφαίριο του συστήματος αναφοράς του 
πυραύλου. Επίσης υποθέστε ότι ο πύραυλος κινείται πολύ γρήγορα σε σχέση με εργαστήριο. 
Δείξτε ότι στο σύστημα αναφοράς του εργαστηρίου αυτό το φως συγκεντρώνεται σε ένα 
στενό κώνο με κατεύθυνση προς τα μπροστά, του οποίου ο άξονας βρίσκεται στην διεύθυν-
ση της κίνησης του σωματιδίου. Αυτό το φαινόμενο ονομάζεται φαινόμενο του προβολέα. 
 (10)     

b. Για κάθε μια από τις ακόλουθες περιπτώσεις γράψτε τις τέσσερις συνιστώσες της τετραορ-
μής στη μορφή �𝛦,𝑝𝑥,𝑝𝑦,𝑝𝑧� με c=1. Κάθε σωματίδιο έχει μάζα ηρεμίας 𝑚. 

i. Ένα σωματίδιο κινείται στη θετική διεύθυνση x στο εργαστήριο με κινητική ε-
νέργεια ίση με τρεις φορές την ενέργεια που έχει όταν είναι ακίνητο.  (1) 

ii. To ίδιο σωματίδιο παρατηρείται σε έναν πύραυλο στον οποίο η παρατήρηση δε-
ίχνει ότι η κινητική ενέργεια του σωματιδίου ισούται με τη μάζα του.  (1) 

iii. Ένα άλλο σωματίδιο κινείται στη διεύθυνση y στο σύστημα του εργαστηρίου 
με ορμή ίση με τη διπλάσια μάζα του.  (1) 

iv. Ένα ακόμη σωματίδιο κινείται προς τα αρνητικά του άξονα x του εργαστηρίου 
με συνολική ενέργεια ίση με τέσσερις φορές τη μάζα του.  (1) 

v. Επιπλέον, ένα ακόμη σωματίδιο κινείται με ίσες συνιστώσες ορμής x, y και z 
στο εργαστήριο και κινητική ενέργεια ίση με τέσσερις φορές την ενέργεια που 
έχει όταν είναι ακίνητο.  (1) 

c. Να υπολογιστεί η μάζα του συστήματος 𝛭𝛴 για καθένα από τα συστήματα. Τα σωματίδια 
που αποτελούν τα συστήματα δεν αλληλεπιδρούν μεταξύ τους. Εκφράστε τη μάζα του συσ-
τήματος με όρους της μοναδιαίας μάζας 𝑚. Μη χρησιμοποιήσετε ορμές ή ταχύτητες στις 
απαντήσεις σας. [Σημείωση: στα παρακάτω διαγράμματα τα βέλη αντιστοιχούν στο τρισδι-
άστατο διάνυσμα των ορμών.] 
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Α. Στο σύστημα του πυραύλου η μετατόπιση κατά 𝑥′ δίνεται από την εξίσωση 
∆x′ = cos𝜑′∆t′ 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Χρησιμοποιώντας τον μετασχηματισμό Lorentz 

𝑥 =
𝑥′ + 𝑢𝑡′
√1 − 𝑢2

 

𝑡 =
𝑡 + 𝑢𝑥′
√1 − 𝑢2

 

Και  

∆𝑥 =
∆𝑥′ + 𝑢∆𝑡′
√1 − 𝑢2

 

∆𝑡 =
∆𝑡 + 𝑢∆𝑥′
√1 − 𝑢2

 

Η ταχύτητα 𝛽 της ακτίνας φωτός στο σύστημα αναφοράς είναι επίσης 1. Συνεπώς το συνημί-
τονο της γωνίας ανάμεσα στη διαδρομή της ακτίνας του φωτός και του άξονα x στο σύστημα 
αναφοράς του εργαστηρίου θα δίνεται από την έκφραση 

∆𝑥
∆𝑡

= cos𝜑 =
cos𝜑′ + 𝑢
𝑢 cos𝜑′ + 1

 

Φως που κατευθύνεται προς το μπροστινό ημισφαίριο του ιδιοσυστήματος αναφοράς του πυ-
ραύλου αντιστοιχεί σε γωνίες μικρότερες από 𝜑′ = 90°. Η παραπάνω έκφραση δίνει την μέ-
γιστη γωνία που αντιστοιχεί στο σύστημα αναφοράς του εργαστηρίου 

cos𝜑 = 𝑢                              για 𝜑′ = 90° 
Όλο το φως που εκπέμπεται στο μπροστινό ημισφαίριο στο σύστημα που το σωματίδιο είναι 
ακίνητο συγκεντρώνεται σε έναν κώνο με κατεύθυνση προς τα μπροστά με αυτό το γωνιακό 
άνοιγμα που παρατηρείται στο σύστημα αναφοράς του εργαστηρίου. 
Β. 

a. Η ολική ενέργεια του σωματιδίου ισούται με την ενέργεια που έχει όταν είναι ακίνητο 
𝑚 συν την κινητική ενέργεια 3 𝑚. Συνεπώς 𝛦 = 𝑚 + 3𝑚 = 4𝑚. To σωματίδιο κινείται 
κατά μήκος του άξονα 𝑥, συνεπώς 𝑝𝑦 = 𝑝𝑧 = 0 𝜅𝛼𝜄 𝑝𝑥 = 𝑝, η συνολική ορμή. Αντικα-
θιστούμε την τιμή του Ε στην εξίσωση 𝑚2 = 𝐸2 − 𝑝2 για να πάρουμε 

𝑝2 = 𝐸2 − 𝑚2 = (4𝑚)2 − 𝑚2 = 16𝑚2 −𝑚2 = 15𝑚2 
Συνεπώς 𝑝𝑥 = (15)1/2𝑚. 
Οι συνιστώσες του τετραδιανύσματος είναι  

�𝛦,𝑝𝑥,𝑝𝑦,𝑝𝑧� = [4𝑚, (15)
1
2𝑚, 0, 0]  

(α) (β) 
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Φυσικά το μέτρο του τετραδιανύσματος ισούται με τη μάζα του σωματιδίου 𝑚 - το ο-
ποίο είναι το ίδιο όποια και αν είναι η ταχύτητα, η ενέργεια ή η ορμή του. 

b. Στο σύστημα αναφοράς του πυραύλου η ολική ενέργεια – ενέργεια σε ακινησία και κι-
νητική ενέργεια – παίρνει τη τιμή 𝛦 = 2𝑚. Όπως προηγούμενα  

𝑝2 = 𝐸2 − 𝑚2 = (2𝑚)2 − 𝑚2 = 4𝑚2 −𝑚2 = 3𝑚2 
               Συνεπώς 𝑝𝑥 = 31/2𝑚 και οι συνιστώσες του τετραδιανύσματος είναι  

�𝛦,𝑝𝑥,𝑝𝑦,𝑝𝑧� = [2𝑚, 3
1
2𝑚, 0, 0] 

c. Σε αυτή την περίπτωση 𝑝𝑥 = 𝑝𝑧 = 0 και 𝑝𝑦 = 𝑝 = 2𝑚. Επιπλέον,  

𝐸2 = 𝑚2 + 𝑝2 = 𝑚2 + (2𝑚)2 = 5𝑚2 
Συνεπώς 

�𝛦,𝑝𝑥,𝑝𝑦,𝑝𝑧� = [5
1
2𝑚, 0, 2𝑚, 0] 

d. Μας δίνεται ότι 𝛦 = 4𝑚, όπως και στην περίπτωση a, με τη διαφορά ότι το σωματίδιο 
ταξιδεύει προς την αρνητική διεύθυνση x και άρα έχει αρνητική ορμή στη x . Συνεπώς 

�𝛦,𝑝𝑥,𝑝𝑦,𝑝𝑧� = [4𝑚,−15
1
2𝑚, 0, 0] 

e. H ολική ενέργεια ισούται με 𝛦 = 5𝑚. Όλες οι συνιστώσες έχουν ίδια τιμή  
𝑝𝑥 = 𝑝𝑦 = 𝑝𝑧 = 𝑝 

Σε αυτή την περίπτωση χρησιμοποιούμε την πλήρη εξίσωση που συσχετίζει την ενέρ-
γεια, την ορμή και τη μάζα: 

(𝑝𝑥)2 + (𝑝𝑦)2 + (𝑝𝑧)2 = 3𝑝2 = 𝐸2 − 𝑚2 = (5𝑚)2 − 𝑚2 = 24𝑚2 
Ή 𝑝2 = 8𝑚2 και συνεπώς 

�𝛦,𝑝𝑥,𝑝𝑦,𝑝𝑧� = [5𝑚, 81/2𝑚, 81/2𝑚, 81/2𝑚] 
Γ.  Σύστημα α: H ενέργεια του συστήματος ισούται με την ενέργεια ηρεμίας των δύο σωματι-
δίων συν την κινητική ενέργεια των δύο σωματιδίων: 

𝛦𝛴 = 2𝑚 + 10𝑚 = 12𝑚 
Tο τετράγωνο της ορμής για κάθε σωματίδιο ισούται με 

𝑝2 = 𝐸2 − 𝑚2 = (6𝑚)2 − 𝑚2 = 35𝑚2 
που δίνει 𝑝 = (35)1/2𝑚. H ορμή του συστήματος ισούται με δύο φορές το προηγούμενο: 
𝑝𝛴 = 2 (35)1/2𝑚. Η μάζα του συστήματος είναι 

𝛭𝛴 = [𝛦𝛴2 − 𝑝𝛴2]1/2 = [(12𝑚)2 − {2(35)1/2𝑚}2]1/2 

= [144 − 140]
1
2𝑚 = [4]

1
2𝑚 = 2𝑚 

Σε αυτή την ειδική περίπτωση η μάζα του συστήματος ισούται με το άθροισμα των μαζών των 
αντικειμένων που συνιστούν το σύστημα. Θα μπορούσαμε να δούμε αυτό το αποτέλεσμα αμέ-
σως παρατηρώντας το σύστημα από ένα σύστημα αναφοράς που κινείται μαζί με τα σωματίδι-
α. Σε αυτό το σύστημα τα σωματίδια βρίσκονται σε ηρεμία και έχουν μηδενική ολική ορμή. Η 
ολική ενέργεια ισούται με το άθροισμα των μεμονωμένων ενεργειών ηρεμίας (τις μεμονωμέ-
νες μάζες). Συνεπώς σε αυτή την περίπτωση η μάζα του συστήματος ισούται με την ενέργειά 
του, που ισούται με το άθροισμα των μαζών. Επιπλέον, η μάζα του συστήματος είναι αναλλο-
ίωτη. Συνεπώς 2𝑚 είναι η μάζα του συστήματος όπως υπολογίζεται σε όλα τα συστήματα α-
ναφοράς, συμπεριλαμβανομένων και αυτό που εικονίζεται το σύστημα α.   
Σύστημα β: Αυτό το μέρος του προβλήματος χρησιμοποιείται για να υπενθυμίσει ότι η ορμή 
είναι ένα τρισδιάστατο Ευκλείδειο διάνυσμα. Το τετράγωνο της ορμής του κάθε σωματιδίου 
είναι 𝑝2 = 𝐸2 − 𝑚2 = 36𝑚2 −𝑚2 = 35𝑚2. H ολική τους ορμή δεν ισούται με το αλγεβρικό 
άθροισμα των ορμών, επειδή αυτές είναι κάθετα διανύσματα. Αυτή η κάθετη διεύθυνση μας 
επιτρέπει να εξισώσουμε το τετράγωνο της ορμής του συστήματος με το άθροισμα των τετρα-



Θεματική Ενότητα ΚΦΕ51 Εργασία 2 & Λύσεις  Σελίδα 4 από 16 

γώνων των ορμών που έχει το κάθε σωματίδιο: 𝑝𝛴2 = 35𝑚2 + 35𝑚2 = 70𝑚2. H ενέργεια του 
συστήματος είναι το άθροισμα των ενεργειών (η ενέργεια είναι βαθμωτό μέγεθος και προστί-
θεται αλγεβρικά): 𝛦𝛴 = 6𝑚 + 6𝑚 = 12𝑚. Συνεπώς η μάζα του συστήματος είναι 

𝛭𝛴 = [144𝑚2 − 70𝑚2]
1
2 = [74]

1
2𝑚 = 8.602𝑚 
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2ο. Θέμα Μόρια   25 
a. Ένα στερεό μπορεί να στρέφεται γύρω από σταθερό άξονα και αρχικά ηρεμεί. Σε μια στιγμή 

δέχεται (ολική) ροπή ως προς τον άξονα, η οποία μεταβάλλεται όπως στο διάγραμμα. 

 

Να προσδιοριστεί η γωνιακή επιτάχυνση, η γωνιακή ταχύτητα, η στροφορμή, η κινητική ε-
νέργεια καθώς και η ισχύς της ροπής για καθένα από τα χρονικά διαστήματα 0-2, 2-3, 3-4, 
4-5s  Να γίνουν τα αντίστοιχα διαγράμματα.  (7) 

b. Ένα λεωφορείο κινείται πάνω σε μια στροφή ακτίνας καμπυλότητας R αρκετά μεγαλύτερη 
από τις διαστάσεις του. Βρείτε ποια συνθήκη πρέπει να ισχύει μεταξύ του συντελεστή τρι-
βής μ, της απόστασης του κέντρου μάζας του λεωφορείου από το έδαφος h, και της απόστα-
σης των τροχών του d ώστε αν το λεωφορείο έχει μεγάλη ταχύτητα να ολισθήσει παρά να 
ανατραπεί.  (8) 

 

 

 

 

 

c. Ένας δορυφόρος μάζας m κινείται σε κυκλική τροχιά γύρω από τη γη και (εκτός από τη βα-
ρύτητα) υφίσταται μια δύναμη τριβής vkF 

−= .  

i. Να αποδειχθεί ότι η στροφορμή του δορυφόρου ως προς το κέντρο της γης μει-
ώνεται συνεχώς και να υπολογιστεί το μέτρο της στροφορμής ως συνάρτηση 
του χρόνου. (3) 

ii. Να αποδειχθεί ότι η ταχύτητα του δορυφόρου αυξάνεται με το χρόνο και να υ-
πολογιστεί η αναλυτική έκφρασή της.  (3) 

iii. Γενικά, τι επίδραση θα έχει η τριβή στην τροχιά του δορυφόρου; (Υπόδειξη για 
το τελευταίο ερώτημα: υπολογίστε την εξάρτηση της ακτίνας της τροχιάς r(t) 
από το χρόνο).   (4) 

d 

R 



Θεματική Ενότητα ΚΦΕ51 Εργασία 2 & Λύσεις  Σελίδα 6 από 16 

 

(a)   
ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

 Η γραφική παράσταση φαίνεται στα παρακάτω σχήματα για τις παραμέτρους που φαίνον-
ται στα σχήματα.  
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ω0= 0

Ι= 2
α= 3

t τ a= τ/I
ων(t)=ων-1(t) + 

dω=ων-
1+a(t)dt

L=Ιω Κ=Iω2/2 P=τω

0,00 3,00 1,50 0,00 0,00 0,00 0,00
0,50 3,00 1,50 0,75 1,50 0,56 2,25
1,00 3,00 1,50 1,500 3,00 2,25 4,50
1,50 3,00 1,50 2,250 4,50 5,06 6,75
2,00 3,00 1,50 3,000 6,00 9,00 9,00
2,50 1,50 0,75 3,565 7,13 12,71 5,35
3,00 0,00 0,00 3,750 7,50 14,06 0,00
3,50 0,00 0,00 3,750 7,50 14,06 0,00
4,00 0,00 0,00 3,750 7,50 14,06 0,00
4,50 -1,50 -0,75 3,185 6,37 10,14 -4,78
5,00 -3,00 -1,50 2,435 4,87 5,93 -7,31
5,50 -3,00 -1,50 1,685 3,37 2,84 -5,06
6,00 -3,00 -1,50 0,935 1,87 0,87 -2,81
6,50 -3,00 -1,50 0,185 0,37 0,03 -0,56
7,00 -3,00 -1,50 -0,565 -1,13 0,32 1,70

0 0

2

0 0

0,52

0
12

0

( ) 1,5 (1 ) 1,5( )
2

(2,5) 3,0 1,5( ) 3,565
2

(3) 3,0 1,5( ) 3,75
2

tt

t t

tt t dt t

tt

tt

ω ω ω

ω

ω

= + − = + −

= + − =

= + − =

∫

0 0

2

0 0

0,52

0
12

0

( ) 1,5 (1 ) 1,5( )
2

(4,5) 3,75 1,5( ) 3,185
2

(5) 3,75 1,5( ) 2,435
2

tt

t t

tt t dt t

tt

tt

ω ω ω

ω

ω

= − − = − −

= − − =

= − − =

∫
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Παρατηρείστε ότι η γωνιακή επιτάχυνση  έχει την "ίδια" εξάρτηση (=εκτός από μια σταθε-
ρά) με την ροπή,  η γωνιακή ταχύτητα με τη στροφορμή και περίπου με την κινητική ενέργεια. 
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(b) Η συνολική δύναμη λόγω της τριβής είναι F mgµ=  όπου m η μάζα του λεωφορείου. 

Η δύναμη αυτή είναι η κεντρομόλος δύναμη 
2

m
R
υ

και προκειμένου να ολισθήσει θα πρέπει 

2 2

m mg
R gR
υ υµ µ> ⇒ >  Το λεωφορείο θα ανατραπεί όταν η ροπή της φυγοκέντρου είναι 

μεγαλύτερη από τη ροπή του βάρους ως προς άξονα που διέρχεται από τις εξωτερικές ρόδες 

του λεωφορείου δηλαδή όταν 
2 2

2 2
d dm h mg

R gR h
υ υ > ⇒ > 

 
 Επομένως θα πρέπει να ισχύει 

2
d
h

µ <  

(i)    Η στροφορμή ˆ,L r mv mvrz= × =
  

όπου ,L mvr=


   (1)  

Για να υπάρξει μεταβολή της στροφορμής πρέπει να επιδρά στον δορυφόρο μια ροπή. Η μόνη 
δύναμη που εμφανίζει μη μηδενική ροπή (ως προς το κέντρο περιστροφής) είναι η δύναμη τρι-

βής F kv= −
 

(η δύναμη της παγκόσμιας έλξης, 2 ˆB
GmMF r

r
= −


, δεν δίνει ροπή ως προς το 

κέντρο της γης επειδή είναι συγγραμική με το r ).  

Η μεταβολή της στροφορμής: 
dL dLr F rF rkv
dt dt

= × ⇒ = = −
 


 (αφού vr 

⊥ )  

άρα                                      
dL rkv
dt

= −    (2)  

Από τις σχέσεις (1) και (2) έχουμε την παρακάτω σχέση (3):  

0

0 0 0 0ln ln
L k kt t

m m

L

dL L dL k dL k kk dt t L L t L L e mv r e
d t m L m L m m

− −
= − ⇒ = − ⇒ = − ⇒ − = − ⇒ = =∫

 
(ii)  Η δύναμη της παγκόσμιας έλξης είναι η κεντρομόλος της κυκλικής τροχιάς, δηλαδή,                     

2

2
0

k t
mGmM v GM GmMv GmM GmMm v v v v e

r r r L L L
= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ,    (4)  

άρα η ταχύτητα του δορυφόρου αυξάνεται με το χρόνο.  
 

(iii) Από τις σχέσεις (1) έως (4) ⇒ 
2 2 2
0 0( )

k t
mv rr t e

GM
−

= , η τριβή προκαλεί την εκθετική μείωση 

της ακτίνας με μεγαλύτερο ρυθμό από τον ρυθμό αύξησης της ταχύτητας.  
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3ο. Θέμα Μόρια   25 
a. Γράψτε μέχρι δύο σελίδες για την σημασία της μετάπτωσης του άξονα και της κίνησης της 

Γης γύρω από τον Ήλιο και τα πιθανά αποτελέσματα αυτής στο κλίμα καθώς και στην εξέ-
λιξη των ειδών σύμφωνα με την θεωρία του Milanovitch. (βλ. δημοσίευση που έχει αναρτη-
θεί στο διαδίκτυο.)  (6) 

b. Κύλινδρος ακτίνας R και μάζας m κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει προς τα κάτω σε πλαγιά υπό 
κλίση, διατηρώντας τον άξονά του οριζόντιο.  

i. Υπολογίστε την επιτάχυνσή του, αν δίνεται ότι η ροπή αδράνειας ως προς τον άξονά 

του είναι 21
2 mR . (6)  

ii. Αν κατά την κίνησή του προσκολλώνται ομοιόμορφα σε ολόκληρη την επιφάνεια του 
κυλίνδρου σωματίδια ίδιας πυκνότητας μάζας με του κυλίνδρου, με αποτέλεσμα την 

αύξηση της ακτίνας με σταθερό ρυθμό ( )dR
dt λ= , γράψτε τις εξισώσεις της κίνη-

σης και  βρείτε μια σχέση ανάμεσα στην επιτάχυνση και την γωνιακή ταχύτητα του 
κυλίνδρου. (13) 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

 
Λύση 

Α) Π.χ. W.S. Broecker and G. Denton στο Scientific American, σελ. 49, Ιανουάριος 1990.  
 
Β) (i) Στο διπλανό σχήμα 
παρουσιάζονται οι δυνάμε-
ις, η αντίδραση του εδάφο-
υς Α,  η τριβή f και το βά-
ρο ς mg.  Αναλύω τις δυνά-
μεις στις δύο διευθύνσεις 
του σχήματος και έχουμε 
τις εξισώσεις 
Κατά τον Y: cosA mg θ=  
Κατά τον Χ: 

sinmg f mθ γ− =  
Αφού έχουμε μόνο κύλιση 
και όχι ολίσθηση, 

dR R
dt
ωυ ω γ= ⇒ =  

Από τις ροπές ως προς το κέντρο του κυλίνδρου 2

d IRf I f
dt R
ω γ= ⇒ =  

Α 

mg 

f 

θ 

x 

y 

θ 
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Ο συνδυασμός των παραπάνω οδηγεί στην σχέση 

2

sin

1

g
Im

mR

θγ =
 + 
 

, που για 21
2I mR=  δίνει 

την τιμή 2 sin
3

g θγ = . 

(ii) Αν η ακτίνα μεταβάλλεται με ρυθμό dR
dt λ= , τότε ο κύλινδρος πυκνότητας ρ και μήκους 

L θα υφίσταται μια μεταβολή της μάζας του 2m R Lπ ρ=  με ρυθμό 

( ) 22dm dR mRL
dt dt R

λπ ρ= = . 

Η αντίστοιχη μεταβολή της ροπής αδράνειας 2 41 1
2 2I mR R Lπ ρ= =  θα είναι ίση προς 

32 2dI dRLR Rm
dt dt

πρ λ= =  

Η σχέση της ταχύτητας κατά την διεύθυνση του άξονα x με την γωνιακή ταχύτητα θα δίνει ότι 

Rυ ω=  και επί πλέον ότι d dR
dt dt
υ ωγ ωλ= = + . 

Η σχέση για τις δυνάμεις κατά τον άξονα x θα πάρει την μορφή  
2sin 2dp dm mmg f m m m m

dt dt R
λθ γ υ γ υ γ λω− = = + = + = +  

Οπότε sin 2 sin 3d df mg m R m mg m mR
dt dt
ω ωθ ωλ λω θ λω = − + − = − − 

 
 

Ενώ η σχέση για την στροφορμή θα γίνει 
2( ) 1 12 2

2 2
dL d I d dRf mR Rm f mR m
dt dt dt dt

ω ω ωλω λω= = = + ⇒ = +   

Ο συνδυασμός των εξισώσεων δίνει την σχέση  
1sin 3 2
2

d df mg m mR mR m
dt dt
ω ωθ λω λω= − − = +  

Δηλαδή την σχέση 
3sin 5
2

dg R
dt
ωθ λω= +  

Η λύση προκύπτει από την προηγούμενη εξίσωση, δηλαδή 
7 10 7 10

3 3 3 32 10 2 10sin sin
3 3 3 3

d d dR dg R gR R R R
dt dt d dt
ω ωθ λω θ ω ω

ω
 = + ⇒ = + =   

 

Και από την σχέση oR R tλ= +  θα έχουμε ότι  
10 7 7 7

3 3 3 32 2 2sin sin ( ) sin ( ) ( )
3 3 3o o oR g R d tg R t d t g R t d R tω θ θ λ θ λ λ

λ
= = + = + +∫ ∫ ∫  

Που οδηγεί στην 

[ ]{ } { }10 10 10 10 10
3 3 3 3 3sin sin

5 5o o o
g gR R t R R Rθ θω λ= + − = −  

Τελικά έχουμε ότι 
10

3sin 1
5

oRg
R

θω
   = −  

   
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4ο. Θέμα Μόρια   25 
a. Εξηγείστε πώς μεταβάλλονται οι καμπύλες των σχημάτων 23-2, 23-3 ανάλογα με τον συν-

τελεστή ποιότητας Q. Υπόδειξη: Θεωρείστε ότι τα σχήματα 23-2, 23-3 προκύπτουν για 
m=1kg και Q=5.5 και παρουσιάστε τις καμπύλες για Q=1,3,10,30. Ποια ή μορφή τους στην 
ιδεατή περίπτωση όπου δεν υπάρχουν τριβές;  (5)
   

b. Θεωρείστε ότι μία σημειακή μάζα m αναρ-
τάται από σημείο Ο μέσω ενός νήματος 
μήκους l (βλ. σχήμα). Θεωρείστε ότι οι α-
πομακρύνσεις πολύ μικρές έτσι ώστε πρακ-
τικά η μάζα m να κινείται κατά τον άξονα 
x. 

i. Δείξτε ότι η μάζα m εκτελεί απλή 
αρμονική ταλάντωση με συχνότη-
τα 0 /g lω = . (5) 

ii. Θεωρείστε τώρα ότι το σημείο ανάρτησης του νήματος Ο εκτελεί απλή αρμονική 
ταλάντωση κατά τη διεύθυνση x ( )0 cosOx tξ ω= . Βρείτε την εξίσωση κίνησης της 

μάζας m χρησιμοποιώντας α) αδρανειακό και β) μη αδρανειακό παρατηρητή που 
βρίσκεται στο Ο.  (5) 

iii. Για το αδρανειακό σύστημα, βρείτε στη σταθερή κατάσταση το πλάτος ταλάντωσης 
της μάζας και τη διαφορά φάσης που έχει με την κίνηση του σημείου ανάρτησης 
 (5) 

iv. Δείξτε ότι όταν η συχνότητα ω είναι αρκετά μικρότερη από τη συχνότητα συντο-
νισμού η τροχιά της μάζας είναι όπως η τροχιά που ακολουθεί κατά την ελεύθερη 
ταλάντωση όπου το μήκος του νήματος όμως είναι μεγαλύτερο από το πραγματικό. 
Αντίστοιχα όταν η συχνότητα είναι αρκετά μεγαλύτερη από τη συχνότητα συντο-
νισμού η τροχιά της μάζας αντιστοιχεί στην τροχιά της ελεύθερης ταλάντωσης με 
μήκος μικρότερο του πραγματικού.  (5) 

Θεωρείστε ότι δεν υπάρχουν τριβές. 

(α) Καταρχάς οι σχέσεις που αντιστοιχούν στα δύο σχήματα είναι οι 23.11 και 23.12 οι ο-

ποίες συναρτήσει του συντελεστή ποιότητας 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

0Q ω
γ

=  γράφονται ως εξής: 

( ) ( )
2

22 2 2 2 2
0 2 2 2 0

0

1 1
m

m
Q

ρ
ω ω γ ω ω ωω ω

= =
   − +     − +  

   

  

Ο 

x 

y 
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με αντίστοιχη γραφική παράσταση: 

 

και 0
2 2 2 2
0 0

/tan Qω ωγωθ
ω ω ω ω

= − = −
− −

 με αντίστοιχη γραφική παράσταση: 

 

Στην περίπτωση χωρίς απόσβεση τα αντίστοιχα σχήματα είναι τα παρακάτω 
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(β)  (i) Από την ανάλυση της τάσης του νήματος έχουμε 
για την κατακόρυφη διεύθυνση cosT mgθ = . Επομένως η 
δύναμη που ασκείται στην διεύθυνση x είναι 

sinsin tan
cosx

xF T mg mg mg
l

θθ θ
θ

= = = ≈  

Ο νόμος του Νεύτωνα δίνει επομένως 
2

2
d x xm mg

ldt
= − . 

Είναι όπως η εξίσωση του ελατηρίου (βιβλίο εξ. 21.2) με 
mgk
l

= . Επομένως θα έχουμε ότι η συχνότητα είναι 

k g
m l

ω = =  

(ii) Η εξίσωση του Νεύτωνα για αδρανειακό παρατηρητή είναι: 

( )2

2
Ox xd xm mg

ldt
−

= −  

Για μη αδρανειακό παρατηρητή που βρίσκεται στο σημείο Ο η θέση της μάζας m είναι η 
σχετική θέση ,m Ox .  Επειδή το σύστημα του παρατηρητή επιταχύνεται με επιτάχυνση 

( )2
0 cosOx tξ ω ω= −  ο νόμος του Νεύτωνα για τη μάζα m θα συμπεριλάβει τις ψευδοδυνάμεις 

και θα είναι: 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 22
, , ,2 2

0 02 2 2

2 2
,2 2

0 02 2

cos cos

cos cos

m O m O m OO

m O O

d x x xd xd xm mg m t m m mg m t
l ldt dt dt

x x xd x d xm m t mg m t m mg
l ldt dt

ξ ω ω ξ ω ω

ξ ω ω ξ ω ω

= − + ⇒ − = − + ⇒

−
+ = − + ⇒ = −

 

Δηλαδή καταλήγουμε στην ίδια σχέση με τη προηγούμενη περίπτωση. 

(iii) Έχουμε από την εξίσωση κίνησης 
( )2 2

0
2 2 cosOx xd x d x xm mg m mg mg t

l l ldt dt
ξ ω

−
= − ⇒ = − +  δηλαδή η εξίσωση της ταλάντωσης 

με απόσβεση (βιβλίο σχέση 21.8) όπου mgk
l

=  και 0
0

mgF
l
ξ

= . Επομένως η λύση σταθερής 

κατάστασης είναι η (βιβλίο) 21.10,21.12 δηλαδή 
( ) ( )

0

0
2 2 2 2
0 0

cos cos

g
F lx t t

m

ξ

ω ω
ω ω ω ω

= =
− −

 

Η διαφορά φάσης θα είναι 0 ή -π ανάλογα με την συχνότητα ω. Αν ω>ω0 τότε η διαφορά φά-
σης είναι –π (βλ. προηγούμενο ερώτημα 4ου θέματος) 

m 

Ο 

Τ 

θ 
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(iv)  Αν ω<ω0 cosx C tω=  (C>0) και η μάζα κινεί-
ται στην ίδια κατεύθυνση με το σημείο Ο. Όπως 
φαίνεται στο σχήμα αυτό αντιστοιχεί σε μεγαλύτε-
ρο μήκος του νήματος. Δεδομένου ότι η θέση της 

μάζας είναι 
( )

0

2 2
0

cos ,0

g
l t

ξ

ω
ω ω

 
 
 

− 
 

 και του σημείου 

Ο ( )0 cos ,0tξ ω μπορούμε να υπολογίσουμε το «φα-

ινόμενο μήκος» παίρνοντας πχ τις θέσεις μέγιστης 
απομάκρυνσης. Τότε από τα όμοια τρίγωνα θα έ-
χουμε 

( )
2
0 0

2 2 22 2
0 0 0 0

2l l l l l
l l l

ω ξ
ω ω ξ ω ω ω

ωω

− −  ′ ′= ⇒ = ⇒ + =  ′ ′+  
 

Αντίστοιχα στην περίπτωση όπου ω>ω0 τότε η διαφο-
ρά φάσης είναι π και θα έχουμε το διπλανό σχήμα. Με 

ανάλογο τρόπο έχουμε ότι  
2

0l l l ω
ω

 ′− =  
 

 

m 

l 

l΄ 

O 

m 

l 

l΄ 
O 
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